Programme de colle 20

Voici les compétences a assimiler. Ne cochez pas avant d’étre stir d’étre a 'aise avec la notion. N’hésitez pas a en parler a vos
camarades (il est trés bénéfique d’échanger sur le cours, de s’expliquer mutuellement les notions), a préparer des questions & poser
en classe, ou & prendre un rendez-vous pour me poser vos questions ou me faire part de vos préoccupations.
Séries

[0 Savoir que ce qu’on appelle "la série de terme général u,," est notée Zun et que cela est la SUITE des SOMMES PAR-

N
TIELLES :  u, = (Z un>
n=0 N>0

le cas ou (u,) n’est défini qu’a partir d’un rang ng.

n
(ou si vous préférez, ( E uk> , les variables sont muettes). Définition analogue dans
k=0 n>0

no—1
[0 Les séries Z Uy, €t Z U, ont méme nature (vu que les sommes partielles ne différent que de la constante Z Ug).

n>ng n>0 k=0
[0 Définition du reste d’indice n d’une série, et écriture sous la forme d’une somme infinie.

O Stabilité des séries convergentes : si Zun et Z v, convergent, Z Ay, + p, converge aussi (Question de cours, démons-
tration exigible).

O Si Z u,, converge, alors u,, n_)—_~>_ . 0, et la réciproque est fausse (vocabulaire : série grossiérement divergente). (Question de
cours, démonstration exigible).

O Si Z |ur, | converge, alors Z u, converge, et la réciproque est fausse (pour la réciproque fausse : on admettra que Z(—l)” /n
converge). (Question de cours, démonstration exigible).

O Soit g €] —1, 1[. Convergence et sommes des séries Z q", Z ng" 'et Z n(n—1)¢" 2. (Seule la démonstration pour Z q"
est exigible, les autres NON).

O Notion de série & termes positifs, une série a terme positifs converge si et seulement si elle est majorée (c’est-a-dire s’il existe
un majorant des sommes partielles). (Question de cours, démonstration exigible).

[0 Connaitre la nature de Z a en fonction de a > 0. (Démonstration NON exigible, mais compréhension de la méthode de
comparaison avec des intégrales essentielle).

O Supposons que pour tout n € N, 0 < u,, < v,, (ou juste apcr). Alors
Z v, converge = Zun converge ; et (par contraposée) Z Uy, diverge = Z v, diverge. (Question de cours, démons-
tration exigible).

O Supposons que pour tout n € N, u,, > 0 et v, > 0 (ou juste apcr), et que u,, ~ v,. Alors Z Uy et Z v, ont méme nature.

O Supposons que pour tout n € N, v,, > 0 (ou juste apcr), que u,, = o(vy,), et que Z vy, converge. Alors Zun est absolument
convergente. (Enoncer précisément les trois critéres de comparaison, donner des contre-exemples dans chaque cas si on enléve
Ihypothése de positivité).

O Convergence et somme de séries exponentielles. (Démonstration NON exigible).

O Séries télescopiques : Z Upt1 — Up €t (u,) ont méme nature. (Question de cours, démonstration exigible).

Espaces vectoriels, dimension finie

Somme de sous-espaces vectoriels dans le cas général

O Définition de F'+ G (pour F et G deux s.e.v. d'un e.v. E)

O Définition de "F et G sont en somme directe", et caractérisation avec l'intersection réduite & 0g. (Question de cours,
démonstration exigible).

O Définition de "F et G sont supplémentaires dans E" : E = F @ G. Comprendre que cela revient & montrer, pour tout v € E,
qu’il existe (f,g) € F x G telsque u = f+g (E = F 4+ G), et que de plus ce couple (f, g) est unique (F et G sont en somme
directe). Bien stir on peut aussi penser & utiliser la caractérisation de la somme directe avec l'intersection.

[0 Caractérisation de la somme directe par concaténation des bases.

O Généralisation, avec la définition de Fy+---+F),, de "F1, ..., F, sont en somme directe", de "F7, ..., F}, sont supplémentaires
dans F.



Dimension finie

O Définition de "FE est de dimension finie".

O Théoréme de la base incompléte : Si E est de dimension finie, toute famille libre de E peut étre complétée en base de F.

O Conséquence - Théoréme de la base extraite : De toute famille génératrice de E on peut extraire une base de E. (En
conséquence, E admet au moins une base)

O Si £ est une famille libre et G est une famille génératrice de F, alors £ a un nombre de vecteurs inférieur ou égal a celui de
g.

O Si E est de dimension finie, toute base de E a le méme nombre d’éléments, qu’on note dim(FE).

O Si E est de dimension n, toute famille libre de E a au plus n éléments, toute famille génératrice de E' a au moins n éléments,
et cas d’égalités : toute famille libre de n éléments est une base, toute famille génératrice de n éléments est une base.
(Question de cours, démonstration d’un des deux cas d’égalités exigible en EC1B).

Note aux colleurs : nous venons de commencer la dimension finie en cours, il n’y a pas encore de caractérisation de
sommes directes par arguments de dimension ni d’arguments de dimension pour prouver une égalité entre deux

sev.



